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ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

5η    ∆ΕΚΑ∆Α 

41. 
 Έστω   Ω = { ω1,  ω2,  ω3,  ω4}  ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης και τα 
ενδεχόµενα  Α = {ω1,  ω3},    Β = {ω2, ω4}  

Αν είναι   
1

P(A B)
4

ν +
− =

ν +
   και   

1
( )

2

ν −
Ρ Β − Α =

ν
 ,  όπου ν θετικός ακέραιος τότε  

i)     Να αποδείξετε ότι    Ρ(Α−Β) = Ρ(Α)   και    Ρ(Β−Α) = Ρ(Β) 
ii)    Nα αποδείξετε ότι   ν = 4 
iii)   Να υπολογίσετε τις πιθανότητες των ενδεχοµένων  Α  και  Β  
iν)   Να υπολογίσετε την πιθανότητα του ενδεχόµενου  ΄ ΄Α ∪Β  

Προτεινόµενη λύση 

i)   
Έχουµε ότι   P(A B)− = Ρ(Α)−Ρ(Α∩Β)    (1) 

Όµως  Α∩Β = Ø   ⇒     Ρ(Α∩Β) = 0   

(1)    ⇒      P(A B)−  = Ρ(Α)  

Και οµοίως     Ρ(Β−Α) = Ρ(Β)−Ρ(Α∩Β) = 

                                     = Ρ(Β)−0 = Ρ(Β) .  

ii)  

Ρ(Α) + Ρ(Β) = Ρ(ω1) + Ρ(ω2) + Ρ(ω3) + Ρ(ω4) =  Ρ(Ω) = 1   
( i )

⇒  

P(A B)− + Ρ(Β−Α) = 1     ⇒     
1

4

ν +
ν +

 + 
1

2

ν −
ν

= 1                                          

                                                      2ν(ν + 1) + (ν −1)(ν + 4) = 2ν (ν + 4)          
                                                      ν2 −3ν−4 = 0  
                                                      ν = 4     (η  ν = −1   απορρίπτεται αφού ν > 0) 
iii)  

Ρ(Α)  = P(A B)−  =  
4 1

4 4

+
+

  = 
5

8
 

Ρ(Β)  =  Ρ(Β−Α)  =   
4 1

2 4

−
⋅

 = 
3

8
 

iν )  
Ρ( ΄ ΄Α ∪Β ) = Ρ(Α΄) + Ρ(Β΄) – Ρ(Α΄∩Β΄)  

                   = Ρ(Α΄) + Ρ(Β΄) – [Ρ(Α΄) – Ρ(Α΄∩Β)]  

                   = Ρ(Α΄) + Ρ(Β΄) – Ρ(Α΄) + Ρ(Α΄∩Β)   

                   = Ρ(Β΄) + Ρ(Β) – Ρ(Α∩Β)  =  1 + 0  = 1 
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42. 
 Οι µηνιαίες αποδοχές  200  υπαλλήλων µιας εταιρίας δίνονται στον πίνακα  

 

Μην.αποδοχές 
σε εκατοντάδες € 

Συχνότητα 
νi 

Σχτ. συχνότητα 
f i% 

Αθρ. Σχετ. συχν. 
Fi% 

6 κ   
8   30 
9 40   
10    

Σύνολο 200   
 
Αν η µέση τιµή των αποδοχών είναι  x  = 900 €  
i)     Να βρείτε το κ  
ii)    Να βρείτε την διασπορά της κατανοµής  
iii)   Να βρείτε πόσοι υπάλληλοι έχουν µισθό πάνω από  800 € 
iν)    Αν από τους παραπάνω υπαλλήλους οι  60  είναι γυναίκες µε µέσο µισθό  800 €,  
        να βρείτε την µέση τιµή του µισθού των ανδρών  
ν)     Αν από τους παραπάνω υπαλλήλους επιλέξουµε έναν στην τύχη ,  να βρείτε την  
        πιθανότητα να έχει αποδοχές  600  ή  1000 €  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

f3 = 
40

200
 =  0,2  =  20%  

F3  =  F2 + f3  =  30 + 20  =  50% 

Όµως     F4 = 100     ⇔      F3 + f 4 = 100   
                                           50 + f 4 = 100   
                                           f4 = 50% 
Εποµένως   ν4 = 100 .  

κ + ν2 +40 + 100 = 200     ⇔     ν2  = 60 −  κ     (1) 

Ακόµα  

x = 
6 8 (60 ) 9 40 10 100

200

⋅ κ + ⋅ − κ + ⋅ + ⋅
     ⇔    9 = 

1840 2

200

− κ
    ⇔    κ = 20  

(1)    ⇔     ν2  = 60 −  20     ⇔     ν2  = 40 

ii)  

S2  =  
2 2 2 220 (6 9) 40 (8 9) 40 (9 9) 100 (10 9)

200

⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −
 =  

8

5
 

iii)  
40 + 100  = 140  

iν)   
Αν    α1, α2, …, α140    είναι οι µισθοί των ανδρών και  
        γ1, γ2,…, γ60     οι µισθοί των γυναικών  , 

τότε     x  =  1 2 140 1 2 60... ...

200

α + α + + α + γ + γ + + γ
      ⇔  
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            9  =  1 2 140 1 2 60... ...

200

α + α + + α + γ + γ + + γ
       (2)   

και      x γ = 1 2 60...

60

γ + γ + + γ
      ⇔  

            8 = 1 2 60...

60

γ + γ + + γ
                                      

            γ1+ γ2 +…+ γ60  =  480    

(2)    ⇒     9 = 1 2 140... 480

200

α + α + + α +
                         

                 α1+ α2 + …+ α140  = 1320  ,   οπότε    xα  =  1 2 140...

140

α + α + + α
 

                                                                                  =  
1320

140
= 9,43 

Άρα ο µέσος µισθός των ανδρών είναι 943 ευρώ 

ν)  
Η ζητούµενη πιθανότητα είναι  

  
20

200
+ 

100

200
= 

120

200
= 0, 6 =  60%  
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43. 
A. 
Έστω ενδεχόµενα του ίδιου δειγµατικού χώρου  Ω  µε  1( )

2
Ρ Α =    και    

2
Ρ(Β)

3
= .  

i)      ∆είξτε ότι    1 1  ( )   
6 2

≤ Ρ Α∩Β ≤  

ii)     Να βρείτε την µέγιστη τιµή της πιθανότητας    Ρ(Α )΄Β∩  

iii)    Αν είναι   1 [ ( ΄)]  
6

Ρ Α∩Β =  ,  να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχόµενου  

        Γ  “Ένα ακριβώς από τα  Α ,  Β  πραγµατοποιείται” 
 

Β. 
Αν οι τιµές   Ρ(Α),   Ρ(Β),   Ρ(Γ),   Ρ(Α∩Β) ,   Ρ( Α∪Β) ,   Ρ(Ω) ,   Ρ(Ø)  
των ενδεχοµένων του παραπάνω δειγµατικού χώρου Ω  είναι οι τιµές µιας 
µεταβλητής  X ,  να βρείτε  
i)   Τη µέση τιµή αυτών  
ii)  Τη διάµεσο και το εύρος των τιµών της  Χ  

Προτεινόµενη λύση 

Α.  
i)  

Για την ανίσωση    1( )   
2

Ρ Α∩Β ≤     ⇔   ( )Ρ Α∩Β ≤ Ρ(Α)  ισχύει αφού    

                                                                                                   ( Α∩Β) ⊆Α 

Για την ανίσωση    
1

  ( )
6

≤ Ρ Α∩Β    ⇔    
1

6
 ≤  Ρ(Α) + Ρ(Β) – Ρ( Α∪Β)        

                                                                                  
1

6
 ≤  

1

2
+ 

2

3
– Ρ( Α∪Β)                  

                                                                     Ρ( Α∪Β) ≤  
1

2
+

2

3
−

1

6
                 

                                                                     Ρ( Α∪Β) ≤  1 η οποία είναι προφανής  
ii)  

Ρ(Α )΄Β∩  =  Ρ(Α) −Ρ(Α∩Β)  = 
1

2
−Ρ(Α∩Β)  

 Είναι φανερό ότι    Ρ(Α )΄Β∩ = max    όταν   Ρ(Α∩Β) = min , 

                δηλαδή    Ρ(Α )΄Β∩ = max    όταν   Ρ(Α∩Β) = 
1

6
 

Τότε     Ρ (Α ΄ )∩Β  = 
1

2
−

1

6
= 

1

3
= max 

iii)   
Ρ(Γ) =  Ρ[(Α−Β) ∪ (Β−Α)] =   Ρ(Α) + Ρ(Β) −2Ρ(Α∩Β)     (1)  

Όµως    Ρ [ ( ΄)Α∩Β ] =  1

6
      ⇔      Ρ(Α) −Ρ(Α∩Β) = 

1

6
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1

2
−  Ρ(Α∩Β)  = 

1

6
          

                                                            Ρ(Α∩Β) = 
1

3
  

(1)    ⇒     Ρ(Γ) = 
1

2
+ 

2

3
−2·

1

3
= 

1

2
 

Β.  
Είδαµε ότι     Ρ(Α) = 

1

2
 ,     Ρ(Β) =

2

3
 ,     Ρ(Γ) =

1

2
  ,    Ρ(Α∩Β) = 

1

3
  

Ακόµα είναι    Ρ(Α∪Β) = Ρ(Α) +  Ρ(Β) −Ρ(Α∩Β) =  

                                       = 
1

2
+ 

2

3
−

1

3
 = 

5

6
   

               και   Ρ(Ω) = 1 ,  Ρ(Ø) = 0  

i)  

x  =  

1 2 1 1 5
1 0

2 3 2 3 6
7

+ + + + + +
 =  

23

42
 

ii)  

Οι παραπάνω τιµές σε αύξουσα σειρά είναι :      0,   
1

3
,   

1

2
,   

1

2
,   

2

3
,   

5

6
,   1  

Άρα   δ = 4η παρατήρηση  =
1

2
    και εύρος   R = 1−0  = 1  
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44. 
Έστω η συνάρτηση   f(t) = 2t + µ ,  όπου  µ∈ℝ .   Μια επιχείρηση έχει έσοδα  Ε(t)  , 
σε εκατοµµύρια ευρώ  που δίνονται από τον τύπο   Ε(t) = (t−1)f(t) ,  t 0≥   όπου  t 
συµβολίζει το χρόνο σε έτη .  Το κόστος λειτουργίας  Κ(t)  σε εκατοµµύρια ευρώ 
δίνεται από τον τύπο   Κ(t) = f(t + 4)  ,   t ≥ 0. 
i)     Να βρείτε τη συνάρτηση του κέρδους  Ρ(t),  όταν ξέρουµε ότι η επιχείρηση ,  
        κατά το πρώτο έτος της λειτουργίας της, είχε ζηµιά  12  εκατοµµύρια ευρώ. 
ii)    Ποια χρονική στιγµή η επιχείρηση θα αρχίσει να παρουσιάζει κέρδη; 
iii)   Να βρείτε το ρυθµό µεταβολής της συνάρτησης κέρδους στο τέλος του  
       δεύτερου χρόνου λειτουργίας. 

Προτεινόµενη λύση 
i)  

Είναι γνωστό ότι   κέρδος  =  έσοδα – έξοδα     Ρ(t) = E (t) – K(t)                  

                                                                                   = (t−1)f(t) – f(t + 4)   

                                                                                   = (t−1)(2t + µ) −2(t + 4) −µ 

                                                                                   = 2t2 + (µ−4)t −8−2µ    (1) 

Ρ(1)  = −12     ⇔     2 + (µ−4) −8−2µ = −12     ⇔     µ = 2   

Η   (1)   γίνεται    Ρ(t) = 2t2 −2t −12  

ii)  

Για να έχει κέρδη η επιχείρηση θα πρέπει    Ρ(t) > 0    ⇔     2t2−2t−12 > 0  

                                                                                                 t2− t−6  > 0 

                                                                                                 t > 3   

Εποµένως, η επιχείρηση θα αρχίσει να έχει κέρδη µετά το 3ο έτος λειτουργίας της  

iii)  

Ρ΄(t) = 4t−2    ⇒     Ρ΄(2) = 4·2−2  = 6  εκατοµµύρια ευρώ  
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45. 
Έστω  Α  και  Β  ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου  Ω  και  ρ  ένας πραγµατικός 
αριθµός  µε   0 <  ρ  <  1.   ∆ίνεται ότι οι πιθανότητες   Ρ(Α) ,  P(A B)∪   και 
P(A B)∩  είναι ανά δύο διαφορετικές µεταξύ τους και αποτελούν στοιχεία του 
συνόλου    { ρ−1,   ρ,    ρ + 1,    ρ2,    ρ3 } 

A. 
Να αποδείξετε ότι     
i)      Ρ(Α) = ρ2 ,    P(A B)∪ = ρ     και    P(A B)∩ = ρ3  
ii)     Ρ(Β) = ρ3−ρ2 + ρ 
iii)    Ρ(Α−Β) < Ρ(Β−Α)  

B.  
Αν οι τιµές   Ρ(Α) ,   Ρ(Β),    Ρ(Ω),    Ρ(∅ ) ,   P(A B)∪  ,  P(A B)∩    είναι τιµές µιας 
µεταβλητής  Χ   
i)     Να βρείτε συναρτήσει του ρ τη µέση τιµή αυτών  

ii)    Να εξετάσετε την   x (ρ)    ως προς ην µονοτονία  

iii)   Αν  δ  η διάµεσος και  R  το εύρος ,  να αποδείξετε ότι   2δ + R >P(A B)∩  

Προτεινόµενη λύση 

Α.  
i)  
Επειδή    (Α∩Β) ⊆Α ⊆ (Α∪Β) ,   θα είναι   P(A B)∩ ≤  Ρ(Α) ≤  Ρ (Α∪Β)   
Αφού γνωρίζουµε ότι οι πιθανότητες αυτές είναι διαφορετικές µεταξύ τους  θα είναι  
                                                                         P(A B)∩ < Ρ(Α) <  Ρ (Α∪Β)     (1) 
0 < ρ < 1    ⇒     ρ – 1 < 0 ,  άρα ο αριθµός  ρ – 1  δεν εκφράζει πιθανότητα 
0 < ρ < 1    ⇒     ρ + 1 > 1,   άρα ο αριθµός  ρ +1  δεν εκφράζει πιθανότητα    

0 < ρ < 1    ⇒     ρ. ρ < 1. ρ    ⇒     2ρ  < ρ    (2)       
                                 (2)   ⇒     ρ 2ρ  < ρ ρ     ⇒     3ρ  < 2ρ     (3)       
Από   (2)  και  (3)    έχουµε   ρ3  < ρ2  < ρ     
Οπότε , λόγω της   (1)   θα είναι    P(A B)∩ = ρ3 ,       Ρ(Α) = ρ2 ,      Ρ (Α∪Β) = ρ. 

ii)  
Ρ (Α∪Β) = Ρ(A) + Ρ(B)− P(A B)∩    ⇔    ρ = ρ2 + Ρ(Β) −ρ3       Ρ(Β) = ρ3−ρ2 + ρ 
iii)    
Ρ(Α−Β) < Ρ(Β−Α)    ⇔        Ρ(A) − P(A B)∩ < Ρ(Β)− P(A B)∩       
                                                Ρ(Α) < Ρ(Β)    
                                                ρ

2 < ρ3−ρ2 + ρ                                         
                                                ρ

3−2ρ2 + ρ > 0      
                                                ρ(ρ2−2ρ + 1)  > 0      
                                                ρ(ρ−1)2  > 0   η οποία ισχύει  αφού   0 < ρ < 1  

Β.  
i)  

x  =  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6

Ρ Α + Ρ Β + Ρ Ω + Ρ ∅ + Ρ Α∪Β + Ρ Α∩Β
 

    =  
2 3 2 31 0

6

ρ + ρ − ρ + ρ + + + ρ + ρ
  =  

32 2 1

6

ρ + ρ +
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ii)  

( x( )ρ )΄ = 
26 2

6

ρ +
 >  0   ,  άρα η x( )ρ  είναι γνησίως αύξουσα  

iii)  
Οι παραπάνω τιµές σε αύξουσα σειρά είναι      0,    ρ3,   ρ2,    ρ3−ρ2 + ρ,    ρ,    1  

Η διάµεσος δ είναι       δ = 
3 4

2

η ηπαρατ + παρατ
    

                                        =
2 3 2

2

ρ + ρ − ρ + ρ
  =   

3

2

ρ + ρ
  

Και το εύρος R είναι    R = 1−0 = 1     

2δ + R > P(A B)∩       ⇔      2·
3

2

ρ + ρ
 + 1 > ρ3     ⇔  

                                                ρ + 1 > 0  ,  η οποία ισχύει ,   αφού 0 < ρ < 1  
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46. 
Έστω οι συναρτήσεις      f(x) = 4(x−1)(x2−5x+6),      x∈ ℝ          

                                        g(x) = x2 + (κ2−5κ)x + 13 ,    x∈ ℝ    

                                        

4 3 2

3

2

x 5x 6x
  αν x 0

h(x) x 2x
λ 3λ + 2         αν x = 0

 − +
≠

= +
 −

 

όπου     κ   και  λ  πραγµατικοί αριθµοί.  

Ο δειγµατικός χώρος  Ω ενός πειράµατος τύχης είναι   Ω = { ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6} 

Έστω     ω1= x1,    ω2 = x2,     ω3 = x3,    ω4 = 4x1,    ω5 = 4x2,    ω6 = 4x3  

όπου x1,   x2,    x3  είναι οι ρίζες της εξίσωσης  f(x) = 0.  

Για τις πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχοµένων ισχύει :  

Ρ(ω6) = Ρ(ω5) = Ρ(ω4) = 3Ρ(ω3) = 3Ρ(ω2) = 3Ρ(ω1).  
i)     Να υπολογίσετε τις πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχοµένων. 

ii)    Θεωρούµε τα ενδεχόµενα    

       Β ={ λ∈Ω / η συνάρτηση h είναι συνεχής στο xο= 0} 

       Γ={ κ∈Ω / η συνάρτηση g παρουσιάζει ακρότατο στο xο=3} 

       Να δείξετε ότι  Ρ(Γ) = Ρ(Β). 

iii)  Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχοµένων    Β  ,    ∩Γ Β∪Γ . 

Προτεινόµενη λύση 

i)  
f(x) = 0    ⇔     4(x−1)(x2−5x+6) = 0  
                          x−1= 0    ή    x2−5x+6 = 0       
                          x = 1   ή   x = 2    ή   x = 3   
Οπότε ,    αν  ω1= 1,    ω2 = 2,     ω3 = 3   τότε    ω4 = 4,    ω5 = 8,    ω6 = 12 
Εποµένως    Ω = { 1,  2,  3,  4,  8,  12} 

Ρ(Ω) = Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3) + Ρ(4) + Ρ(8) + Ρ(12)      (1) 

Από την υπόθεση  έστω    Ρ(ω6) = Ρ(ω5) = Ρ(ω4) = 3Ρ(ω3) = 3Ρ(ω2) = 3Ρ(ω1) = µ  

Τότε    Ρ(ω1) = Ρ(ω3) = Ρ(ω2) = 
3

µ
     και   Ρ(ω6) = Ρ(ω5) = Ρ(ω4) = µ  

Η   (1)    γίνεται    1 = 
3

µ
+

3

µ
+

3

µ
+ µ + µ + µ      ⇔ µ =

1

4
  

Εποµένως     Ρ(1) = Ρ(2) = Ρ(3) = 

1

4
3

 = 
1

12
     και     Ρ(4) = Ρ(8) = Ρ(12) = 

1

4
 

ii)   
Για να είναι η h συνεχής στο xo = 0 πρέπει    

x 0
lim h(x)
→

= h(0)     (2) 

Αλλά    
x 0
lim h(x)
→

= 
4 3 2

3x 0

x 5x 6x
lim

x 2x→

− +
+

= 
0

0
 
 
 
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                          = 
3 2

2x 0

x(x 5x 6x)
lim

x(x 2)→

− +
+

  

                          = 
3 2

2x 0

x 5x 6x
lim

x 2→

− +
+

  =  0  

Η  (2)    γίνεται    0 = λ2−3λ+2    ⇔     λ = 1   ή   λ = 2   
Άρα   Β = {1,  2} 

Είναι   g ́ (x) = 2x + κ2−5κ 
Αφού η  g  παρουσιάζει ακρότατο στο  xο = 3 , θα είναι    g ́ (3) = 0  
                                                                                             κ

2−5κ + 6 = 0  
                                                                                             κ = 2    ή    κ = 3                     
Άρα    Γ= { 2,  3} 

Ρ(Β) = Ρ(1) + Ρ(2)  = 
1

12
+

1

12
=

1

6
 

Ρ(Γ) = Ρ(2) + Ρ(3)  = 
1

12
+

1

12
=

1

6
 

Άρα  Ρ(Β) = Ρ(Γ)  

iii)  

Β∩Γ  = {2}   και   Β∪Γ  = {1, 2, 3},   άρα   Ρ(Β∩Γ ) = Ρ(2) = 
1

12
               

                                                                και   Ρ(Β∪Γ ) = Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3)  

                                                                                        = 
1

12
+

1

12
 +

1

12
 = 

1

4
. 
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47. 
Έστω οι συναρτήσεις     f(x) = xe + ex  ,  

                                       g(x) = eηµx + ηµ2x + ex−1 

                                      2h(x) x 4x 10= + +  

i)     Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης στην   Cg  στο σηµείο  Α(0,  g(0)) 

ii)    Να βρείτε την εφαπτοµένη στην  Cf  η οποία είναι παράλληλη στην εφαπτοµένη 

        στην  Cg  στο  Α(0,  g(0)) . 

iii)   Να βρείτε σηµείο της  Ch  το οποίο είναι πλησιέστερα στο  Α  

iν)    Να λύσετε την εξίσωση    4λ2f ΄΄(1) + λf ΄(1)− f(1) = 0  

ν)     Αν  2011 σηµεία της εφαπτοµένης του  (ii)  έχουν µέση τιµή  τεταγµένων  6 , να  

        βρείτε την µέση τιµή των τετµηµένων των σηµείων αυτών  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

g(0) = eηµ0 + ηµ20 + e⋅0−1 = e0 + 0 + 0 – 1 = 1 – 1 = 0 

g΄(x)  = συνx eηµx + 2ηµxσυνx + e    ⇒    ǵ (0) = συν0 eηµ0 + 2ηµ0συν0 + e     

                                                                           = 1 e0 + 0 + e =   1 + e   

H εφαπτοµένη  της  Cg  στο Α( 0,  g(0))   έχει εξίσωση    y−g(0) = ǵ(0) ( x−0)  

                                                                                           y – 0 = (1 + e) x 

                                                                                           y = (1 + e) x  

ii)  
Αν   Β( xo, f(xo))  είναι το σηµείο επαφής τότε πρέπει    f ́ (xo) = 1 + e     (1) 

Αλλά    f ́ (x) = e + ex ,   άρα    f ́ (xo) = e + exο         

Η  (1)    γίνεται      e + exο = 1 + e      

                              exο = 1                 

                              xo= 0  

Η ζητούµενη εξίσωση είναι   y− f(0) = f΄(0) ( x−0)    
                                               y−1 = (1 + e) x              
                                               y = (1 + e)x  + 1      

iii)   

Το Α έχει συντεταγµένες    Α(0,  0)  

Αν Μ( x,  h(x)) είναι το ζητούµενο σηµείο  τότε  

ΜΑ = 2 2(x 0) (h(x) 0)− + −   = 2 2x x 4x 10+ + +  = 22x 4x 10+ +  

Έτσι  ορίζεται  η συνάρτηση    φ(x) = 22x 4x 10+ +    της οποίας αναζητάµε το min 
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φ΄(x)  = 
2

4x 4

2 2x 4x 10

+

+ +
= 

2

x 2

2x 4x 10

+

+ +
 

φ΄(x) = 0    ⇔     x =−2  

                  Πρόσηµο της  φ΄  και  µονοτονία της  φ  

 

 

 

 

Η συνάρτηση  φ  παρουσιάζει  ελάχιστο για   x = −2    το   φ(−2)  = 10 

Το ζητούµενο σηµείο Μ είναι το    Μ(−2 , h(−2)) = Μ(−2 , 6 )  

iν)  

f(x) = xe + ex ,    f ́ (x) = e + ex   και     f ́ ΄(x) = ex    

 µε       f(1) = 2e  ,    f ΄(1) = 2e        και     f ́ ΄(1) = e    

Οπότε      4λ2f ΄΄(1) + λf ΄(1)− f(1) = 0     ⇔  

                4eλ2 + 2eλ−2e = 0                 

                2λ2 + λ−1 = 0    ⇔     λ =−1   ή   λ = 
1

2
        

ν)  

Γνωρίζουµε ότι    y = (1 + e)x  + 1      

Αν  Κ( xi,  yi)  είναι τυχαίο σηµείο της εφαπτοµένης  τότε    yi = (1 + e)xi  + 1    

Οπότε ,  αν   x  και y  είναι οι µέσες τιµές των τετµηµένων  x και τεταγµένων  y  των 

2011 σηµείων , τότε      y = (1 + e) x   + 1   ⇔  

                                       6 = (1 + e) x   + 1  

                                      x = 
5

1 e+
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

x − ∞               −2                    +∞   

φ΄              −         0          + 

φ                        | 
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48. 
Σ’ ένα χωριό υπάρχουν  ν  άνθρωποι µε ηλικίες   x1 , x2 ,.., xν .έτη . 
Το δείγµα των ηλικιών έχει συντελεστή µεταβολής  20%  και γίνεται για πρώτη φορά 
οµοιογενές µετά από 25 έτη .  

Α.  
Να βρείτε  
i)    Τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση του δείγµατος  
ii)   Τη µέση τιµή των   x1

2,  x2
2, … ,  xν

2 . 
iii)   Αν ο µικρότερος σε ηλικία είναι 10 ετών να βρείτε προσεγγιστικά τη µεγαλύτερη 
       ηλικία , δεχόµενοι ότι η κατανοµή είναι περίπου κανονική. 

Β.  
Στο παραπάνω χωριό υπάρχουν µόνο δύο καφενεία  Α  και Β .  Το 30% των κατοίκων 
πηγαίνει στο  Α , το 60%  δεν πηγαίνει στο  Β ,  ενώ το  50%  πηγαίνει σε ένα 
τουλάχιστον καφενείο . Να βρείτε  
i)    Τι ποσοστό των κατοίκων πηγαίνει και στα δύο καφενεία ; 
ii)   Από αυτούς που πηγαίνουν µόνο στο ένα καφενείο, ποιοι είναι οι περισσότεροι,  
       αυτοί που πηγαίνουν µόνο στο Α ή αυτοί που πηγαίνουν µόνο στο Β ;                                                        

Γ.  
Το κάθε ένα  από τα ν άτοµα αγοράζει ένα λαχείο .  Οι λαχνοί είναι αριθµηµένοι από 
το 1 έως το ν.   Αν η πιθανότητα να κληρωθεί περιττός είναι κατά 0,8 %   µεγαλύτερη 
από το να κληρωθεί άρτιος ,  να βρείτε πόσα άτοµα έχει το χωριό .  

Προτεινόµενη λύση 

A 
i)  
Αν x   είναι η σηµερινή µέση τιµή και  Sx  η τυπική απόκλιση τότε  

  CVx = xS

x
    ⇔     0,2 = xS

x
     (1)  

Αν  xi  µια σηµερινή ηλικία,  µετά από  25 χρόνια αυτή θα είναι   yi = xi + 25  
Τότε   y x= +25    και   Sy = Sx  
Επειδή το δείγµα γίνεται οµοιογενές µετά από 25 χρόνια   θα έχουµε    CVy = 0,1        

                                                                                                                  yS

y
 = 0,1        

                                                                                                            xS

x 25+
= 0,1    (2)  

Λύνοντας το σύστηµα των (1) και (2) βρίσκουµε   x = 25   και   Sx= 5 
 
ii)  

S2  =  

2

i
i 12

i
i 1

x
1

x

ν

ν
=

=

  
    − 

ν ν 
 
 

∑
∑  =  

2

i
i 12

i 2
i 1

x
1

x

ν

ν
=

=

 
 
 −

ν ν

∑
∑   
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                                             =

2

i
2 i 1
i

i 1

x
1

x

ν

ν
=

=

 
 
 −

ν ν 
 
 

∑
∑ =  

                                             = 2 2
i

i 1

1
x x

ν

=

−
ν∑   

Εποµένως     2
i

i 1

1
x

ν

=ν∑  =  S2 + 2x     ⇔     2
i

i 1

1
x

ν

=ν∑ = 25 + 625 = 650 

iii)  
Αφού η κατανοµή είναι κανονική,  έχουµε  εύρος    R ≈ 6S = 30  
οπότε η µεγαλύτερη ηλικία θα είναι περίπου 40 έτη  

Β.  
Έστω τα ενδεχόµενα     Α  “το άτοµο πηγαίνει στο καφενείο Α”  
                                      Β   “το άτοµο πηγαίνει στο καφενείο Β”  
Τότε    Α∪Β είναι το ενδεχόµενο   “το άτοµο πηγαίνει σε ένα τουλάχιστον καφενείο”  
            Α∩Β είναι το ενδεχόµενο   “το άτοµο πηγαίνει και στα δύο καφενεία” 
Η υπόθεση γίνεται    Ρ(Α) = 30%  ,  Ρ(Β΄) = 60%  ,   Ρ(Α∪Β) = 50%  

i)  
Ρ(Α∩Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)−  Ρ(Α∪Β) =  Ρ(Α) +1−Ρ(Β΄)−  Ρ(Α∪Β) = 20% 

ii)  
A −B είναι το ενδεχόµενο  “το άτοµο πηγαίνει µόνο στο Α”  
Β−Α είναι το ενδεχόµενο  “το άτοµο πηγαίνει µόνο στο Β” 
Τότε    Ρ(A −B) = Ρ(Α) −Ρ(Α∩Β) = 30%−20% = 10% 
           Ρ(Β−Α) = Ρ(Β) −Ρ(Α∩Β) = 40%−20% = 20% 
Από τα παραπάνω φαίνεται ότι ποιο πολλοί πηγαίνουν στο Β καφενείο  

Γ. 
Αφού η πιθανότητα να κληρωθεί περιττός αριθµός  είναι µεγαλύτερη από την 
πιθανότητα να κληρωθεί άρτιος  και τα στοιχειώδη ενδεχόµενα είναι προφανώς 
ισοπίθανα ,  αυτό σηµαίνει ότι οι περιττοί είναι περισσότεροι από τους άρτιους  
Άρα το πλήθος  ν  είναι περιττός εποµένως το  ν−1 είναι άρτιος  

Από το 1 έως και τον άρτιο αριθµό  ν−1 υπάρχουν   
1

2

ν −
 άρτιοι  και  

1

2

ν −
 περιττοί   

τελικά στο σύνολο των λαχνών  

Οι άρτιοι λαχνοί είναι  
1

2

ν −
    και οι περιττοί    

1

2

ν −
 + 1 

Η πιθανότητα να κληρωθεί περιττός (π) λαχνός είναι    Ρ(π)  = 

1
1

2

ν −
+

ν
 =  

1

2

ν +
ν

 

Η πιθανότητα να κληρωθεί άρτιος  (α) λαχνός είναι     Ρ(α)  =  

1

2

ν −

ν
 =  

1

2

ν −
ν

 

Επειδή    Ρ(π) = Ρ(α) + 
0,8

100
     ⇔     

1

2

ν +
ν

= 
1

2

ν −
ν

+ 0,008     ⇔    ν = 125  
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49. 
Έστω   Ω = {0, 1, 2, 3}  ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης . 
Για τις πιθανότητες  των απλών ενδεχοµένων  λ  του  Ω  ισχύει   

                                 
1

( )
6

λ +
Ρ λ =

λ
 , λ = 1, 2, 3  

i)    Να βρείτε την πιθανότητα Ρ(0)      

ii)   Έστω   
2

x

x
f (x)

e
=     και   Α ,  Β   δύο ενδεχόµενα του Ω τέτοια ώστε  

       Α ={
x

2
2x 1

e f (x 1)
 /  lim 3

2x x 1→

−
λ∈Ω = λ −λ

− −
} 

       Β = {
2

f

λ 4λ 6
 /   η κλίση της  C   στο  x 1  είναι ίση µε  

2e

− +
λ∈Ω = }  

       Να βρείτε τις πιθανότητες   Ρ(Α) ,   Ρ(Β)   και  )( Β∪ΑΡ  

iii)  Nα εξετάσετε την f ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα  

iν)   Αν µία µεταβλητή έχει σαν τιµές τις    f(2) ,  f(3),  f(4) , f(5)  και  f(6) , 

       να βρείτε το εύρος και την διάµεσο αυτών των τιµών  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Ρ(Ω) = Ρ(0) + Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3)     ⇔    1 = Ρ(0) +
1 1

6 1

+
⋅

 + 
2 1

6 2

+
⋅

+
3 1

6 3

+
⋅

         

                                                                  1= Ρ(0) + 
2

6
+

3

12
 + 

4

18
                    

                                                                  Ρ(0) = 
7

36
 

ii)  

x

2x 1

e f (x 1)
lim

2x x 1→

−

− −
 =  

2
x

x 1

2x 1

(x 1)
e

elim
2x x 1

−

→

−

− −
 

                         =  
2

2x 1

e(x 1)
lim

2x x 1→

−

− −
=

0

0
 
 
 

 

                         =  
2

x 1

e(x 1)
lim

(2x 1)(x 1)→

−
+ −

  

                     =  
x 1

e(x 1)
lim

(2x 1)→

−
+

 =  0  

Άρα    
x

2x 1

e f (x 1)
lim

2x x 1→

−

− −
= 3λ−λ2    ⇔    0 = λ(3−λ)    ⇔    λ = 0  ή λ = 3      

Οπότε   Α = { 0,  3} .  

x 2 x

2x

2xe x e
f (x)

e

−′ =     ⇒      
1 2 1

2 1

2 1e 1 e
f (1)  

e ⋅

⋅ −′ =   =   
2

e
e

 =   
1

e
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1
f (1)

e
′ =      ⇔     

2 4 6
f (1)

2e

λ − λ +′ =       

                             
1

e
= 

2 4 6

2e

λ − λ +
           

                             2λ  – 4λ + 6 = 2 
                             2λ –  4λ + 4 = 0      ⇔   λ = 2  
Άρα    Β = {2}  

Ρ(Α) = Ρ(0) + Ρ(3) =
7

36
 + 

4

18
=  

15

36
 

Ρ(Β) = Ρ(2) = 
3

12
= 

1

4
 

Α∪Β = { 0,  2,  3},   άρα   Ρ(Α∪Β) = Ρ(0) + Ρ(2) + Ρ(3) = 
15

36
+

1

4
= 

24

36
 

iii)  
x 2 x

2x

2xe x e
f (x)

e

−′ = =  
2

x

2x x

e

−
 

f ΄(x) = 0 ⇔
2

x

2x x

e

−
= 0      ⇔     2x−x2 = 0    ⇔     x = 0   ή   x = 2 

                              Πρόσηµο της  f ΄ και  µονοτονία της  f   
 
 
 
 
 
                                  τ. ελάχιστο για  x = 0 , το   f(0) = 0  

                                  τ. µέγιστο για  x = 2 , το   f(2) = 
2

4

e
  

iν)  
Επειδή στο διάστηµα  [2,  + ∞ )  η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα,  οι τιµές  
f(2) ,  f(3),  f(4) , f(5)  και  f(6) σε αύξουσα σειρά είναι   f(6),  f(5),   f(4),   f(3),   f(2)  

Οπότε  το εύρος  R είναι :    R = f(2)− f(6) = 
2

4

e
−

6

36

e
= 

4

6

4e 36

e

−
 

Και η διάµεσος δ είναι η µεσαία παρατήρηση δηλαδή   δ = f(4) =
4

16

e
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x − ∞                 0                      2                     +∞   
f ΄           −           0          +         0           −  
f                        |                       | 
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50. 
Τα αποτελέσµατα της µελέτης ενός δείγµατος  
φαίνονται στον πίνακα  
i)     Να βρείτε τη διάµεσο της κατανοµής                    
ii)    Αν οι τιµές ακολουθούν την κανονική κατανοµή 
       µε συντελεστή µεταβολής  25%  , να βρείτε την 
       τυπική απόκλιση               
iii)  Οι τιµές αναγράφονται πάνω σε  50  µπάλες. 
       Επιλέγουµε µία µπάλα στην τύχη .  Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχόµενου  
       Α  “ο αριθµός της µπάλας δεν είναι −7”  

iν)   Αν   4 1
f (x) x (2 1)x

2
= κ + κ + −     να βρείτε την πιθανότητα των ενδεχόµενων     

       α)   Β = { κ∈Ω  /  f ́ (−1) = 15 } και 
       β)   πραγµατοποιείται ένα τουλάχιστον από τα Α και Β  
iν)   Για   κ =−7,   να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της  Cf  η οποία είναι  
       παράλληλη στην ευθεία    y +13x = 3        

Προτεινόµενη λύση 

Συµπληρώνουµε τον πίνακα µε στήλες νi ,  fi ,  νixi     
 

   xi Ni   νi fi     νixi 
−9   4   4 0,08   −36 
−8 16 12 0,24   −96 
−7 25   9 0,18   −63 
−5 50 25 0,50 −125 

Σύνολο ……   50 1,00  −320 
 
i)  

δ  =  
25 26

2

η ηπαρατηρ + παρατηρ
 =  

7 5

2

− −
 = −6 

ii)  

x  = i i

1
xν

ν∑ =  
320

50

−
 = −6,4  

CV = 25%    ⇔     
S

x
 = 0,25     ⇔    

S

6,4
= 0,25      ⇔      S = 1,6 

iii)  

Ν(Ω) = 50 ,   Ν(Α΄) = 9 ,    οπότε   Ρ(Α΄) =
N(A )

N( )

′

Ω
 = 

9

50
 

                                                       Ρ(Α) = 1−Ρ(Α΄) = 
41

50
  

iν)  
f ΄(x)  =  4κx3 + ( 2κ + 1)    ⇒      f ́ (−1) = 4κ(−1)3 + ( 2κ + 1)  = −2κ + 1 

                                                      f ́ (−1) = 15   ⇔    −2κ + 1 = 15    ⇔    κ = −7  

α)    Β = Α΄  ⇒     Ρ(Β) = Ρ(Α΄) = 
9

50
 

β)                          Ρ(Α∪Β) = Ρ(Α∪Α΄)  =  Ρ(Ω) = 1 
 

xi Ni 
    −9   4 
    −8 16 
    −7 25 
    −5 50 
  Σύνολο  
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ν)  
y +13x = 3    ⇔    y =−13x + 3   µε   λ = −13  

Αν ( xο, f(xo))  είναι το σηµείο επαφής τότε πρέπει    f ́ (xο) = −13                

                                                                                    −28 3
ox −13 = −13      

                                                                                     xo = 0 

Εποµένως το σηµείο επαφής είναι το   (0,  f(0)) = 
1

0,  
2

 − 
 

 

Και η εξίσωση της εφαπτοµένης σ’ αυτό    y− f(0) = f΄(0)(x−0)  

                                                                     y =−13x 
1

2
−  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


